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参考書 

• M. A. Nielsen & I. L. Chuang (2000) 
– “Quantum Computation and Quantum Information” 

 
• Keisuke Fujii (2015) 

– “Quantum Computation with Topological Codes: From Qubit 
to Topological Fault-Tolerance” (arXiv:1504.01444) 

 
• 量子コンピュータ授業 

– https://www.youtube.com/playlist?list=PLB1324F2305C028F7 
– http://www.appi.keio.ac.jp/Itoh_group/abe/ 



講義内容 

• 量子ビットと量子ゲート 
 
• 量子アルゴリズム 



講義内容 

• 量子ビットと量子ゲート 
 
• 量子アルゴリズム 



量子ビット = スピン1/2 

|0〉 |1〉 

重ね合わせ 

Ψ = 𝛼 0 + 𝛽|1〉 



量子ビット 

0 = 1
0  1 = 0

1  

定義: 計算基底のベクトル表示 

公準(postulate): 許される状態はヒルベルト空間内 

𝜓 = 𝛼 0 + 𝛽 1 =
𝛼
𝛽  

𝛼,𝛽 ∈ 𝑪 𝛼 2 + 𝛽 2 = 1 

0 0 = 1 0 1
0 = 1 

1 0 = 0 1 1
0 = 0 



ブロッホ球 
1量子ビットの状態の記述 

Ψ = 𝛼 0 + 𝛽|1〉 =
𝛼
𝛽  

𝛼 2 + 𝛽 2 = 1 

Ψ = 𝑒𝑖𝑖 cos
𝜃
2

0 + 𝑒𝑖𝑖 sin
𝜃
2

|1〉  

|0〉 

Y 

X 

|1〉 

θ 

ɸ 

|Ψ〉 

Ψ = cos
𝜃
2

0 + 𝑒𝑖𝑖 sin
𝜃
2

|1〉 

測定に影響しない 



ブロッホ球 
1量子ビットの状態の記述 

Ψ = cos
𝜃
2

0 + 𝑒𝑖𝑖 sin
𝜃
2

|1〉 

例: Z軸上(θ = 0, π) 

0 , |1〉 

例: X,Y軸上(θ = π/2, ɸ = 0, π,±π/2) 

1
2

( 0 ± |1〉) 
1
2

( 0 ± 𝑖|1〉) 

|0〉 

Y 

X 

|1〉 

θ 

ɸ 

|Ψ〉 



ユニタリ発展 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

†
= 𝑎∗ 𝑐∗

𝑏∗ 𝑑∗  定義: エルミート共役 𝐴† = 𝐴𝑇 ∗ 
定義: 自己共役 𝐴 = 𝐴† 
定義: ユニタリ 𝑈𝑈† = 𝐼 

公準: 量子状態の時間発展はユニタリ 

Ψ(𝑡 + Δ𝑡) = exp −
𝑖𝑖Δ𝑡
ℏ

|Ψ(𝑡)〉 

シュレディンガー方程式の解 

ハミルトニアンHを指数演算子化したeiHはユニタリ 



ユニタリ発展 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

†
= 𝑎∗ 𝑐∗

𝑏∗ 𝑑∗  定義: エルミート共役 𝐴† = 𝐴𝑇 ∗ 
定義: 自己共役 𝐴 = 𝐴† 
定義: ユニタリ 𝑈𝑈† = 𝐼 

𝜓(𝑡2) = 𝑈1 𝜓(𝑡1)  
公準: 量子状態の時間発展はユニタリ 

𝑈1 
Time 

𝜓(𝑡1)  𝜓(𝑡2)  入力 出力 



ユニタリ発展 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

†
= 𝑎∗ 𝑐∗

𝑏∗ 𝑑∗  定義: エルミート共役 𝐴† = 𝐴𝑇 ∗ 
定義: 自己共役 𝐴 = 𝐴† 
定義: ユニタリ 𝑈𝑈† = 𝐼 

𝜓(𝑡2) = 𝑈1 𝜓(𝑡1)  
公準: 量子状態の時間発展はユニタリ 

𝜓  𝜓′  𝑈2 𝑈1 𝑈3 ⋯ 𝑈𝑛 

𝑈𝑛 ⋯𝑈2𝑈1 𝜓  =
 

1量子ビットゲート列(量子回路) 



パウリゲート 

𝜎𝑖 𝛼 0 + 𝛽 1  𝛼(𝜎𝑖 0 ) + 𝛽(𝜎𝑖 1 ) 

パウリ行列 

𝜎1 = 𝜎𝑥 = 0 1
1 0  

𝜎2 = 𝜎𝑦 = 0 −𝑖
𝑖 0  

𝜎3 = 𝜎𝑧 = 1 0
0 −1  

𝜎𝑖2 = 𝐼 [𝜎𝑖 ,𝜎𝑖+1] = 2𝑖𝜎𝑖+2 {𝜎𝑖 ,𝜎𝑖+1} = 0 

0 1
1 0

𝛼
𝛽 = 𝛽

𝛼  

0 −𝑖
𝑖 0

𝛼
𝛽 = 𝑖 −𝛽

𝛼  

1 0
0 −1

𝛼
𝛽 =

𝛼
−𝛽  



アダマールゲート 

𝑖 𝑎  
1
2
� −1 𝑎⋅𝑏 𝑏
𝑏=0,1

=
0 + −1 𝑎 1

2
 

𝑖 0 =
0 + 1

2
 

𝑖 1 =
0 − 1

2
 

𝑖 1
0 =

1
2

1
1  

𝑖 0
1 =

1
2

1
−1  

𝑖 =
1
2

1 1
1 −1  

𝑖𝑖 =
1
2

1 1
1 −1

1 1
1 −1 = 1 0

0 1  𝑖† = 𝑖 

自己共役 



アダマールゲート 

𝑖𝑖 𝑎 = 𝑖
1
2
� −1 𝑎⋅𝑏 𝑏
𝑏=0,1

 

=
1
2
�( 𝑎 + −1 𝑏 𝑎 )
𝑏

=
1
2

𝑎 + 𝑎 + 𝑎 − 𝑎 = 𝑎  

=
1
2
� −1 𝑎⋅𝑏

𝑏=0,1

1
2
� −1 𝑏⋅𝑐 𝑐
𝑐=0,1

=
1
2
� −1 (𝑎+𝑐)⋅𝑏 𝑐
𝑏,𝑐

 

(𝑎 + 𝑐) ⋅ 𝑏 = �
0 (𝑐 = 𝑎)
𝑏 (𝑐 = 𝑎) 

𝑖 𝑎  
1
2
� −1 𝑎⋅𝑏 𝑏
𝑏=0,1

=
0 + −1 𝑎 1

2
 

干渉による強め合いと弱め合い 



複数量子ビット 

𝑎 ⊗ 𝑏 =
𝑎1
𝑎2 ⊗ 𝑏1

𝑏2
=

𝑎1 × 𝑏1
𝑏2

𝑎2 × 𝑏1
𝑏2

=

𝑎1𝑏1
𝑎1𝑏2
𝑎2𝑏1
𝑎2𝑏2

 

定義: テンソル積(行列表示) 

公準: 複合系の状態はテンソル積で表される 

00 =

1
0
0
0

, 01 =

0
1
0
0

, 10 =

0
0
1
0

, 11 =

0
0
0
1

 

(注)2量子ビットの状態の計算基底は4つ 

2量子ビットの状態の記述 

Ψ = 𝛼 00 + 𝛽 01 + 𝛾 10 + 𝛿 11  
𝛼 2 + 𝛽 2 + 𝛾 2 + 𝛿 2 = 1 



2量子ビット 
2量子ビットの計算基底 2量子ビット状態 

Ψ =

𝛼
𝛽
𝛿
𝛾

 00 = 0 0 = 0 ⊗ 0 =
1 × 1

0
0 × 1

0

=

1
0
0
0

 

01 = 0 1 = 0 ⊗ 1 =
1 × 0

1
0 × 0

1

=

0
1
0
0

 

10 = 1 0 = 1 ⊗ 0 =
0 × 1

0
1 × 1

0

=

0
0
1
0

 

11 = 1 1 = 1 ⊗ 1 =
0 × 0

1
1 × 0

1

=

0
0
0
1

 



複数量子ビットゲート 

𝑎1  

⋯
 

𝑈 
𝑎2  

𝑎3  

𝑎𝑛  

𝑈 𝑎1 𝑎2 𝑎3 ⋯ 𝑎𝑛  

𝑎1 𝑎2 𝑎3 ⋯ 𝑎𝑛  

𝑈 

: 2n次元の状態ベクトル 

: 2nx2nのユニタリ行列 

(注)”nビット目”は、量子ゲートでは上か
らn番目、ケットの左からn番目を指すの
が通例 



複数量子ビットゲート 

𝑎1  

𝑎2  

𝑎3  

𝑈 𝑎1,𝑎2,𝑎3  
𝑈1 

𝑈3 

𝑈 

= (𝑈1 ⊗ 𝐼 ⊗𝑈3) 𝑎1 𝑎2 𝑎3  

𝐴⊗ 𝐵 =
𝑎1 𝑎3
𝑎2 𝑎4 ⊗ 𝑏1 𝑏3

𝑏2 𝑏4
= 𝑎1 × 𝐵 𝑎3 × 𝐵

𝑎2 × 𝐵 𝑎4 × 𝐵  

=

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏3 𝑎3𝑏1 𝑎3𝑏3
𝑎1𝑏2 𝑎1𝑏4 𝑎3𝑏2 𝑎3𝑏4
𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏3 𝑎4𝑏1 𝑎4𝑏3
𝑎2𝑏2 𝑎2𝑏4 𝑎4𝑏2 𝑎4𝑏4

 

定義: テンソル積(行列表示) 

ビットごとに計算してOK 



n量子ビットの重ね合わせ 
000  𝑖⊗3 

3 
𝑖⊗3 000  

=
1
23

� 𝑎𝑏𝑐
𝑎,𝑏,𝑐=0,1

=
1
23

� 𝑥
23−1

𝑥=0

 

=
1
23

( 0 + 1 )( 0 + 1 )( 0 + 1 ) 

=
1
23

( 000 + 001 + 010 + 011 + 100 + 101 + 110 + 111 ) 

𝑖⊗3 000  

𝑖 

𝑖 

𝑖 



n量子ビットの重ね合わせ 
𝑖⊗𝑛 

1
2𝑛
� −1 𝑥⋅𝑦 𝑦
𝑦

 
𝑛 

𝑖⊗𝑛 𝑥 =
1
2𝑛

� −1 𝑎1⋅𝑏1 𝑏1
𝑏1=0,1

⋯ � −1 𝑎𝑛⋅𝑏𝑛 𝑏𝑛
𝑏𝑛=0,1

 

=
1
2𝑛

� −1 𝑎1⋅𝑏1+𝑎2⋅𝑏2+⋯+𝑎𝑛⋅𝑏𝑛 𝑏1𝑏2 ⋯𝑏𝑛
𝑏1,𝑏2⋯𝑏𝑛

 

=
1
2𝑛
� −1 𝑥⋅𝑦 𝑦
𝑦

 

𝑥 ⋅ 𝑦 ≡ 𝑎1 ⋅ 𝑏1 + 𝑎2 ⋅ 𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑛 ⋅ 𝑏𝑛 

𝑥 = 𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛  



制御Uゲート 

𝑎  

𝑏  𝑈 

𝑎  

𝑈𝑎 𝑏  
𝑏  (𝑎 = 0) 

𝑈 𝑏  (𝑎 = 1) 

制御ビットの状態に応じて標的ビットにUが作用 

制御ビット 

標的ビット 



制御NOTゲート 

𝑎  

𝑏  𝜎𝑥 

𝑎  

𝜎𝑥 𝑎 𝑏 = 𝑎 ⊕ 𝑏 

CNOT 00 = 00
CNOT 01 = 01
CNOT 10 = 11
CNOT 11 = 10

⟺ CNOT =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 

𝜎𝑥 = 0 1
1 0  

制御ビットが1のとき標的ビットを反転 

制御ビット 

標的ビット 



制御NOTゲート 

𝑎  

𝑏  

𝑎  

𝜎𝑥 𝑎 𝑏 = 𝑎 ⊕ 𝑏 

CNOT 00 = 00
CNOT 01 = 01
CNOT 10 = 11
CNOT 11 = 10

⟺ CNOT =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 

𝜎𝑥 = 0 1
1 0  

制御ビットが1のとき標的ビットを反転 

制御ビット 

標的ビット 



ユニバーサル量子ゲート 

• 1量子ビットゲートとCNOT 
– 1量子ビットゲートとCNOTさえ実現でき
れば、ほかの全てのn量子ビットゲート
はその組み合わせで実行可能 

• H,S,TとCNOT 
– 耐故障性(fault tolerance)を付与できる 

𝑆 = 1 0
0 𝑖  𝑇 = 1 0

0 𝑒𝑖𝑖/4  



講義内容 

• 量子ビットと量子ゲート 
 
• 量子アルゴリズム 



量子並列性 
0 ⊗𝑛 𝑖⊗𝑛 

𝑛 

𝐹 
0  

𝑥  

𝑓(𝑥)  

0 ⊗𝑛 0  
(𝑖⊗𝑛) ⊗ 𝐼 1

2𝑛
� 𝑥 0
2𝑛−1

𝑥=0

 
1
2𝑛

� 𝑥 𝑓(𝑥)
2𝑛−1

𝑥=0

 
𝐹 

𝐹𝐹 𝑥 𝑎 = 𝑥 𝑎 ⊕ 𝑓(𝑥) ⊕𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑎  

𝐹 𝑥 𝑎 = 𝑥 𝑎 ⊕ 𝑓(𝑥)  

𝑓(𝑥): 2値関数(ビットデータ列) 



量子並列性 

1
22

� 𝑥 𝑓(𝑥)
22−1

𝑥=0

=
1
2

( 0 𝑓(0) + 1 𝑓(1) + 2 𝑓(2) + 3 𝑓(3) ) 

𝑓(𝑥)の情報を全て含んだ状態(量子もつれ、エンタングルメント) 

計算・情報処理の高速化に繋がる? 

0 ⊗𝑛 𝑖⊗𝑛 
𝑛 

𝐹 
0  

𝑥  

𝑓(𝑥)  



量子並列性と測定 

1
22

� 𝑥 𝑓(𝑥)
22−1

𝑥=0

=
1
2

( 0 𝑓(0) + 1 𝑓(1) + 2 𝑓(2) + 3 𝑓(3) ) 

𝛼 0 + 𝛽 1  
確率 𝛼 2で“0”を出力 

確率 𝛽 2で“1”を出力 

公準: 射影測定 

0 ⊗𝑛 𝑖⊗𝑛 
𝑛 

𝐹 
0  

𝑥  

𝑓(𝑥)  



量子並列性と測定 

1
22

� 𝑥 𝑓(𝑥)
22−1

𝑥=0

=
1
2

( 0 𝑓(0) + 1 𝑓(1) + 2 𝑓(2) + 3 𝑓(3) ) 

0 ⊗𝑛 𝑖⊗𝑛 
𝑛 

𝐹 
0  

量子並列性にナイーブに期待される計算・情報処理の高速化は、
測定による状態の収縮によりキャンセルされそう 

𝑥 

𝑓(𝑥) 

確率1/4でどれか1つの組の結果を知る 



量子アルゴリズム 

𝑖⊗𝑛 0 ⊗𝑛 

各状態の確率振幅(2−𝑛/2) 

• 重ね合わせ状態(量子並列性)から始めて、解の状態の確率振幅が大
きくなるよう(量子干渉)にユニタリ変換し、最後に測定 

 
• ドイチェ・ジョザ、グローバー(データ検索)、ショア(素因数分解)... 

𝑈 

解の確率振幅(~1) 



ドイチェ・ジョザのアルゴリズム 

©Aya Furuta 

David Deutsch Richard Jozsa 



ドイチェの問題 
定義: 2値関数𝑓(𝑥)について、全ての入力𝑥に対して同じ出力(全て0か
全て1)を返すものを“constant(一定)”、半分が0, 半分が1となるものを
“balanced(均等)”と呼ぶ 

𝑥 𝑓(𝑥) 

0 0 

1 0 

2 0 

3 0 

𝑥 𝑓(𝑥) 

0 0 

1 1 

2 1 

3 0 

𝑥 𝑓(𝑥) 

0 0 

1 1 

2 1 

3 1 

constant balanced どちらでもない 
例: 



ドイチェの問題 
ドイチェはconstantかbalancedの𝑓(𝑥)を持っている。ニュートンと
シュレディンガーは、𝑓(𝑥)がconstantかbalancedかを判定するために
何回の問い合わせが必要か? 

I. Newton 
(By Godfrey Kneller) 

𝑥 𝑓(𝑥) 

0 0 

1 0 

2 0 

3 0 
E. Schrödinger 

(©Nobel Foundation) 

“古典”問い合わせ 

(最大2
𝑛
2 + 1回) 

⋯
 

“量子”問い合わせ 

(常に1回) 



ドイチェ・ジョザのアルゴリズム 

0 ⊗𝑛 0  
(𝑖⊗𝑛) ⊗ 𝐼 1

2𝑛
� 𝑥 0
2𝑛−1

𝑥=0

 
1
2𝑛

� 𝑥 𝑓(𝑥)
2𝑛−1

𝑥=0

 
𝐹 

(𝐼⊗𝑛) ⊗𝑍 1
2𝑛

� −1 𝑓(𝑥) 𝑥 𝑓(𝑥)
2𝑛−1

𝑥=0

 𝑓(𝑥)の情報を位相
に書き込む 

𝑍 𝑎 = −1 𝑎 𝑎  

0 ⊗𝑛 𝑖⊗𝑛 
𝑛 

𝐹 
0  

𝑖⊗𝑛 

𝑍 
𝐹 

ワークビット 

レジスタビット 



ドイチェ・ジョザのアルゴリズム 

1
2𝑛

� −1 𝑓(𝑥) 𝑥 0
2𝑛−1

𝑥=0

 
𝐹 1

2𝑛
� −1 𝑓(𝑥) 𝑥 𝑓(𝑥)
2𝑛−1

𝑥=0

 

𝑓(𝑥)の情報をワーク
ビットから消去 

(𝑖⊗𝑛) ⊗ 𝐼 � �
−1 𝑓 𝑥 +𝑥⋅𝑦

2𝑛
𝑥𝑦

𝑦 0  𝑖⊗𝑛 𝑥 =
1
2𝑛

� −1 𝑥⋅𝑦 𝑦
𝑦

 

𝑍 𝑎 = −1 𝑎 𝑎  

0 ⊗𝑛 𝑖⊗𝑛 
𝑛 

𝐹 
0  

𝑖⊗𝑛 

𝑍 
𝐹 

ワークビット 

レジスタビット 



ドイチェ・ジョザのアルゴリズム 
レジスタビットが 0 ⊗𝑛に戻る確率振幅 

�
−1 𝑓 𝑥 +𝑥⋅0

2𝑛

2𝑛−1

𝑥=0

= 
±1 

0 

(constant) 

(balanced) 

�
−1 𝑓 𝑥

2𝑛

3

𝑥=0

=
−1 0 + −1 0 + −1 0 + −1 0

4
= 1 

n = 2, constant 干渉による強め合い 

�
−1 𝑓 𝑥

2𝑛

3

𝑥=0

=
−1 0 + −1 1 + −1 1 + −1 0

4
= 0 

n = 2, balanced 干渉による弱め合い 



改良版 
0 ⊗𝑛 𝑖⊗𝑛 

𝑛 

𝐹 
1  

𝑖⊗𝑛 

𝑖 

(𝑖⊗𝑛) ⊗ 𝐼 �
−1 𝑓 𝑥 +𝑥⋅𝑦

2𝑛
𝑥,𝑦

𝑦
0 − 1

2
 

𝐹 1
2𝑛
� 𝑥
𝑥

0 − 1
2

 

0 ⊕𝑓(𝑥) − 1 ⊕𝑓 𝑥 = −1 𝑓 𝑥 ( 0 − 1 ) 

1
2𝑛
� −1 𝑓(𝑥) 𝑥
𝑥

0 − 1
2

 



1ビットの𝐹ゲート 

𝑎 
constant balanced 

𝑓c0 𝑓c1 𝑓b0 𝑓b1 

0 0 1 0 1 

1 0 1 1 0 

𝐹 
𝑎 

𝑏 

𝑎 

𝑏 ⊕ 𝑓(𝑎) 

𝑓c0 

𝑏 
NOTゲート 

𝑓c1 

𝑎 ⊕ 𝑏 

制御NOTゲート 

𝑓b0 𝑓b1 



量子コンピューティングの難しさ 

• 量子情報を位相に書き込み、量子干渉により解の
状態を抜き出す 
→計算中に位相コヒーレンスを保つことが必要 

• 量子状態は複製できない(任意の状態 𝜙 に対して
𝑈 𝜙 0 = 𝜙 𝜙 となるユニタリ演算子𝑈は存在し
ない) 
→量子誤り訂正符号 & 誤り耐性量子計算 

(フォールトトレラント, fault tolerant) 



参考書 

• M. A. Nielsen & I. L. Chuang (2000) 
– “Quantum Computation and Quantum Information” 

 
• Keisuke Fujii (2015) 

– “Quantum Computation with Topological Codes: From Qubit 
to Topological Fault-Tolerance” (arXiv:1504.01444) 

 
• 量子コンピュータ授業 

– https://www.youtube.com/playlist?list=PLB1324F2305C028F7 
– http://www.appi.keio.ac.jp/Itoh_group/abe/ 
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