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典型的な半導体の例 
IV族: Diamond, Si, Ge, SiGe... 
III-V族: GaN, GaAs, InAs, InSb... 
II-VI族: ZnO, ZnSe, HgTe... 
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ヘテロ構造による閉じ込め 

閉じ込め準位の形成 
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ヘテロ構造中の電子波動関数 
有効質量近似 Ψ(𝒓) = 𝜒 𝒓 𝜓 𝒓  

ブロッホ関数 包絡関数 
箱の中の粒子 バルクの性質を反映 

n = 1 

n = 2 

n = 3 



講義内容 

• 半導体デバイスとノーベル賞 
• 周期ポテンシャルとバンドギャップ 
• 有効質量近似 



講義内容 

• 半導体デバイスとノーベル賞 
• 周期ポテンシャルとバンドギャップ 
• 有効質量近似 



半導体デバイスとノーベル賞 
• トランジスタ 

– Shockley, Bardeen & Brattain (1947発明 → 1956受章) 
• トンネルダイオード 

– Esaki (1957 → 1973) 
• ヘテロ構造 

– Alferov & Kroemer (1960’s → 2000) 
• 集積回路 

– Kilby (1959 → 2000) 
• 電荷結合素子(CCD) 

– Boyle & Smith (1969 → 2009) 
• 青色LED 

– Akasaki, Amano & Nakamura (1990’s → 2014) 



半導体デバイスとノーベル賞 
• トランジスタ 

– Shockley, Bardeen & Brattain (1947発明 → 1956受章) 
• トンネルダイオード 

– Esaki (1957 → 1973) 
• ヘテロ構造 

– Alferov & Kroemer (1960’s → 2000) 
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– Boyle & Smith (1969 → 2009) 
• 青色LED 

– Akasaki, Amano & Nakamura (1990’s → 2014) 

大別するとトランジスタ技術とバンドエンジニアリング 



点接触トランジスタ 

Shockley Bardeen Brattain 
© Nobel Foundation 

“for their researches on semiconductors and 
their discovery of the transistor effect” 
(Physics, 1956) 

“Three-electrode circuit element utilizing 
semiconductive materials” 

US2524035 (Filed on June 17, 1948) 

© Alcatel-Lucent 

from Computer History Museum, The Silicon Engine 



バイポーラトランジスタ 

“Circuit element utilizing semiconductive material” 
US2569347 (Filed on June 26, 1948) 

© Alcatel-Lucent 

Shockley 

Bell Labs (1936) 
↓ 

Shockley Semi. Lab. (1956) 
↓ 

Stanford (1963) 



集積回路 

Kilby 
© Nobel Foundation 

“Miniaturized electronic circuits” 
US3138743 (Filed on Feb 6, 1959) 

“for his part in the invention of the integrated circuit” 
(Physics, 2000) 

© Texas Instruments 



集積回路 

“Semiconductor Device-and-Lead Structure” 
US2981877 (Filed on July 30, 1959) 

Noyce 
‘Mayor of Silicon Valley’ 

from Wikipedia 

Philco (1953) 
↓ 

Shockley Semi. Lab. (1956) 
↓ 

Fairchild Semi. (1957) 
↓ 

Intel (1968) 



MOSトランジスタ 

“Electric field controlled semiconductor device” 
US3102230 (Filed on May 31, 1960) FI 100 

© Fairchild 

Kahng 
from CRN 



CCD 

Boyle Smith 
© Nobel Foundation 

“for the invention of an imaging semiconductor circuit - 
the CCD sensor” (Physics, 2009) 

“Charge Coupled Semiconductor Devices” Bell Sys. Tech. J. 49, 587 (1970) Boyle & Smith 



CCD 

Boyle Smith 
© Nobel Foundation 

“for the invention of an imaging semiconductor circuit - 
the CCD sensor” (Physics, 2009) 

“Experimental verification of the charge coupled device concept” 
Bell Sys. Tech. J. 49, 593 (1970) Amelio, Tompsett & Smith 



Phys. Rev. 109, 603 (1958) 

トンネルダイオード 

Esaki 
© Nobel Foundation 

“for their experimental discoveries regarding tunneling phenomena 
in semiconductors and superconductors, respectively” 
(with Giaever, Physics, 1973) 



トンネルダイオード 

Esaki 
© Nobel Foundation 

“for their experimental discoveries regarding tunneling phenomena 
in semiconductors and superconductors, respectively” 
(with Giaever, Physics, 1973) 

Noyce’s note in 1956 

© Stanford University Library 



50年後 

Nature 461, 31 (2010) Esaki, Arakawa & Kitamura 



超格子 

“Superlattice and Negative Differential Conductivity in Semiconductors” 
IBM J. Res. Devel. 14, 61 (1970) Esaki & Tsu 

... Although it may be a formidable task to construct the 
proposed superlattice, we believe that efforts directed to this 
end will open new areas of investigation in the field of 
semiconductor physics. 



超格子 

... the original version of the paper was rejected for 
publication by Physical Review on the referee’s 
unimaginative assertion that it was “too speculative” 
and involved “no new physics”. The shortened version 
published in IBM Journal of Research and Development 
was selected as a Citation Classic by the Institute for 
Scientific Information (ISI) in July 1987. Our 1969 
proposal was cited as one of the most innovative 
ideas at the ARO 40th Anniversary Symposium in 
Durham, North Carolina, 1991. 

“The Birth of the Semiconductor Superlattice” by Esaki 
in Fundamentals of Semiconductors, Yu & Cardona 



バンドエンジニアリング 

量子カスケードレーザー (1994) 

Science 264, 553 (1994) Faist et al. 

VCSEL (1988) 

IEEE Selec. Topics QE 6, 1201 (2000) Iga 

Rep. Prog. Phys. 64, 701 (2001) Kouwenhoven et al. 

共鳴トンネルダイオード → 縦型量子ドット (1996) 



ヘテロ構造 

© Nobel Foundation 

Alferov Kroemer 

“for developing semiconductor heterostructures used in 
high-speed- and opto-electronics” (Physics, 2000) 

“Quasi-Electric and Quasi-Magnetic Fields in Non-Uniform Semiconductors” 
RCA Review 18, 332 (1957) Kroemer 

Esaki (1958) Shockley (1951) 



ヘテロ構造 

© Nobel Foundation 

Alferov Kroemer 

“for developing semiconductor heterostructures used in 
high-speed- and opto-electronics” (Physics, 2000) 

“A Proposed Class of Hetero-junction Injection Lasers” Proc. IEEE 51, 1782 (1963) Kroemer 



ヘテロ構造 

© Nobel Foundation 

Alferov Kroemer 

“for developing semiconductor heterostructures used in 
high-speed- and opto-electronics” (Physics, 2000) 

“AlAs-GaAs heterojunction injection lasers with a low room-temperature threshold” 
Fiz. Tekn. Polupr. 3, 1328 (1969) Alferov et al. 



青色LED 

Akasaki Amano Nakamura 
© Nobel Foundation 

“for the invention of efficient blue light-
emitting diodes which has enabled bright 
and energy-saving white light sources” 
(Physics, 2014) 

“Candela-class high-brightness InGaN/AlGaN double-heterostructure blue-light-emitting diodes” 
Appl. Phys. Lett. 64, 1687 (1994) Nakamura et al. 

from Nobel Lecture by Nakamura 



青色LED 

Akasaki Amano Nakamura 
© Nobel Foundation 

“Stimulated Emission by Current Injection from an AlGaN/GaN/GaInN Quantum Well Device” 
Jpn. J. Appl. Phys. 34, L1517 (1995) Akasaki, Amano et al. 

“for the invention of efficient blue light-
emitting diodes which has enabled bright 
and energy-saving white light sources” 
(Physics, 2014) 



講義内容 

• 半導体デバイスとノーベル賞 
• 周期ポテンシャルとバンドギャップ 
• 有効質量近似 



分子軌道の観点から 
s/p軌道が結合/反結合状態を形成して分裂 
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自由電子近似の観点から 
右向きと左向きの進行波が𝒌 = 𝝅/𝒂でブラッグ反射して定在波を形成 

𝐸𝑔 

0 𝜋
𝑎 

𝑘 

𝐸(𝑘) 

同位相 

逆位相 

𝜓+ 𝑥 = 𝑒𝑖𝜋𝑥/𝑎 + 𝑒−𝑖𝜋𝑥/𝑎 = 2 cos(𝜋𝑥/𝑎) 

𝜓− 𝑥 = 𝑒𝑖𝜋𝑥/𝑎 − 𝑒−𝑖𝜋𝑥/𝑎 = 2𝑖 sin(𝜋𝑥/𝑎) 

𝜓+ 2 

𝜓− 2 

結晶ポテンシャル(周期𝑎) 



1D周期ポテンシャル中の電子 
ポテンシャル形状を仮定せずに一般論で進める 
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単独の障壁ポテンシャル(偶関数) 

𝑣 𝑥 = 𝑣(−𝑥) −
𝑎
2 ≤ 𝑥 ≤

𝑎
2 

𝑉 𝑥 = � 𝑣(𝑥 + 𝑛𝑎)
∞

𝑛=−∞

 𝑉 𝑥 + 𝑛𝑎 = 𝑉 𝑥  



シュレディンガー方程式 

𝐻0𝜑 𝑥 = −
ℏ2

2𝑚
𝑑2

𝑑𝑥2 𝜑 𝑥 = 𝜖𝜑(𝑥) 𝜑 𝑥 + 𝑁𝑎 = 𝜑 𝑥  

周期的境界条件付の自由電子 

𝐻𝜓 𝑥 = [𝐻0 + 𝑉 𝑥 ]𝜓(𝑥) = 𝜀𝜓(𝑥) 

さらに格子周期のポテンシャルが加わる 

𝜑𝑘 𝑥 = 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝜖 =
ℏ2𝑘2

2𝑚  𝑘 =
2𝜋
𝑁𝑎 𝑝 (𝑝 = 0, ±1, ±2, … ) 

𝑘 

𝜖(𝑘) 

0 

Δ𝑘 =
2𝜋
𝑁𝑎

 

ほとんど連続 

𝑥 𝑥 + 𝑁𝑎 試料サイズ ~cm 

平面波 



ブロッホの定理 

𝑇𝐻 𝑥 𝜓(𝑥) = 𝐻 𝑥 + 𝑎 𝜓(𝑥 + 𝑎) = 𝐻 𝑥 𝑇𝜓(𝑥) 

𝑇𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑥 + 𝑎) 並進演算子 𝑇,𝐻 = 𝑇𝐻 − 𝐻𝑇 = 0 

𝜓 𝑥 = 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑢𝑘(𝑥) 

𝑢𝑘(𝑥 + 𝑎) = 𝑢𝑘(𝑥) 

𝑒𝑖𝑘 𝑥+𝑎 𝑢𝑘(𝑥 + 𝑎) = 𝑒𝑖𝑘𝑎(𝑒𝑖𝑘𝑥𝑢𝑘(𝑥)) 

ブロッホ関数(完全正規直交系): 格子周期で変調された平面波 

𝑇𝑁𝜓 𝑥 = 𝜆𝑁𝜓 𝑥 = 𝜓(𝑥) 

𝜆 = 𝑒𝑖
2𝜋𝜋
𝑁𝑎 𝑎 = 𝑒𝑖𝑘𝑎 

𝜓 𝑥 + 𝑎 = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝜓(𝑥) 

𝜓 𝑥 は𝐻と𝑇の同時固有関数なので 𝑇𝜓 𝑥 = 𝜆𝜓(𝑥) 



障壁ポテンシャルへの入反射 
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左からの進行波 



障壁ポテンシャルへの入反射 
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右からの進行波 



障壁ポテンシャルへの入反射 
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周期ポテンシャルへの入反射 
𝑉 𝑥  

ポテンシャル領域(独立な解の重ね合わせ) 
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+ブロッホの定理 



ブロッホの定理を適用 
𝜓 𝑥 + 𝑎 = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝜓(𝑥) 

𝑥 =
𝑎
2 𝜓 𝑥 = 𝐴𝑡𝑒𝑖𝐾𝑥 + 𝐵(𝑒−𝑖𝐾𝑥 + 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑥) 

𝜓 −
𝑎
2 + 𝑎 = 𝐴𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2 + 𝐵(𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 + 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2) 

𝐴(𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑟𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2) 

= 𝐵(𝑡𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑒−𝑖𝐾𝑎/2  − 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2) 

𝑥 = −
𝑎
2 

𝑒𝑖𝑘𝑎𝜓 −
𝑎
2 = 𝑒𝑖𝑘𝑎[𝐴(𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 + 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2) + 𝐵𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2] 

𝜓 𝑥 = 𝐴(𝑒𝑖𝐾𝑥 + 𝑟𝑒−𝑖𝐾𝑥)  + 𝐵𝑡𝑒−𝑖𝐾𝑥 



ブロッホの定理を適用 
𝜓𝜓 𝑥 + 𝑎 = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝜓𝜓(𝑥) 

𝑥 =
𝑎
2 𝜓′(𝑥) = 𝑖𝐾𝐴𝑡𝑒𝑖𝐾𝑥 − 𝑖𝐾𝐵(𝑒−𝑖𝐾𝑥 − 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑥) 

𝜓′ −
𝑎
2 + 𝑎 = 𝑖𝐾𝐴𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑖𝐾𝐵(𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2) 

𝐴(𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 + 𝑟𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2) 

= 𝐵(−𝑡𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2 + 𝑒−𝑖𝐾𝑎/2  − 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2) 

𝑥 = −
𝑎
2 

𝑒𝑖𝑘𝑎𝜓′ −
𝑎
2 = 𝑖𝐾𝑒𝑖𝑘𝑎𝐴(𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2) 

𝜓′(𝑥) = 𝑖𝐾𝐴 𝑒𝑖𝐾𝑥 − 𝑟𝑒−𝑖𝐾𝑥 − 𝑖𝐾𝐵𝑡𝑒−𝑖𝐾𝑥 

−𝑖𝐾𝑒𝑖𝑘𝑎𝐵𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2 



振幅A,Bを消去 

cos 𝑘𝑎 =
𝑡2 − 𝑟2

2𝑡 𝑒𝑖𝐾𝑎 +
1
2𝑡 𝑒

−𝑖𝐾𝑎 

𝐵
𝐴 =

𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑟𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2

𝑡𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑒−𝑖𝐾𝑎/2  − 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2  

=
𝑒2𝑖𝑖

2 𝑡 𝑒𝑖𝑖
𝑒𝑖𝐾𝑎 +

1
2 𝑡 𝑒𝑖𝑖

𝑒−𝑖𝐾𝑎 

=
cos(𝐾𝑎 + 𝛿)

𝑡  

𝑡 = 𝑡 𝑒𝑖𝑖 

𝑟 = 𝑖 𝑟 𝑒𝑖𝑖 

𝑡 2 + 𝑟 2 = 1 

=
𝑡𝑒𝑖𝐾𝑎/2 − 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒−𝑖𝐾𝑎/2 + 𝑟𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2

−𝑡𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝐾𝑎/2 + 𝑒−𝑖𝐾𝑎/2  − 𝑟𝑒𝑖𝐾𝑎/2  



𝐾 

1 

0 

−1 

𝑇(𝐾) 

禁制帯 許容帯 

エネルギーギャップ 
cos𝑘𝑎 =

cos(𝐾𝑎 + 𝛿)
𝑡(𝐾)

= 𝑇(𝐾) 𝐸 =
ℏ2𝐾2

2𝑚
 

一般に、 𝑡 < 1, 𝛿は𝐾に依存(𝐾 → ∞, 𝑡 → 1) 

𝑇 𝐾 < 1となる領域が許容帯となる(満たす𝑘が存在) 



講義内容 

• 半導体デバイスとノーベル賞 
• 周期ポテンシャルとバンドギャップ 
• 有効質量近似 



ヘテロ構造中の電子波動関数 
有効質量近似 Ψ(𝒓) = 𝜒 𝒓 𝜓 𝒓  

ブロッホ関数 包絡関数 
箱の中の粒子 バルクの性質を反映 

n = 1 

n = 2 

n = 3 



置換不純物 

ドナー 
IV族: Si:P, Si:As, Ge:As... 
III-V族: GaAs:Si 

アクセプター 
IV族: Si:B, Ge:Ga... 
III-V族: GaAs:Zn 

II 
(12) 

III 
(13) 

IV 
(14) 

V 
(15) 

B C N 
Al Si P 

Zn Ga Ge As 
Cd In Sn Sb 



e– 

高温下 

31P 

Si 

伝導電子 

真性キャリア密度 

𝑛𝑖 ≈ 1010cm−3 ∝ exp −
𝐸𝑔

2𝑘𝐵𝑇
  

𝑛𝑑 ≈ 𝑁𝐷 = 1016 cm−3 

𝑛𝜋 =
𝑛𝑖2

𝑛𝑑
≈
𝑛𝑖2

𝑁𝐷
= 1014cm−3 

多数キャリア密度 

少数キャリア密度 

Siの場合、室温では100%イオン化 

典型的な値 



低温下 
浅い不純物 

Ultrapure silicon = “Semiconductor vacuum” 

真空中の水素原子 

31P 

Si 

1H 

e– 

𝑎𝐵 =
4𝜋𝜖0ℏ2

𝑚𝑒2
= 0.053 nm 𝑎𝐵∗ = 3.2 nm 

e– 

𝑎Si = 0.54 nm 



不純物準位の分光 n-Si 

Phys. Rev. B 23, 2082 (1981) Jagannath et al. 

Photothermal ionization spectrum 
(ND ~ 2 x 1014 cm–3) 

cf. Lyman (n = 1 → 2): 121.5 nm = 10.2 eV   



不純物準位の分光 n-GaAs 

Sol. Stat. Commun. 7, 921 (1969) Stillman et al. 

35.5 cm–1 = 4.4 meV 
 
cf. Lyman (n = 1 → 2): 121.5 nm = 10.2 eV   

エネルギースケールが3~4桁異なる
にも関わらず水素原子っぽい 

ND ~ 5 x 1013 cm–3 



シュレディンガー方程式 

格子周期のポテンシャル 不純物ポテンシャル(例えばクーロン) 
不純物周辺に局在 

(格子周期よりは十分広がっている) 
結晶全体に広がっている 

周期ポテンシャルの効果が有効質量に取り込まれた、
局在ポテンシャル下での式(有効質量方程式) 

−
ℏ2

2𝑚𝛻2 + 𝑉 𝒓 + 𝑈(𝒓) Ψ 𝒓 = 𝐸𝑢Ψ(𝒓) 

有効質量 包絡関数 

有効質量近似 伝導帯 

𝐸𝑐 −
ℏ2

2𝑚∗ 𝛻
2 + 𝑈(𝒓) 𝜒 𝒓 = (𝐸𝑢 − 𝐸𝐶)𝜒(𝒓) 



ワニア関数 

𝑎(𝒓 − 𝒍) =
1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙𝒍𝜓𝒌(𝒓)
𝒌

 

ブロッホ関数のフーリエ変換(空間的に局在した状態の記述に向く) 

𝜓𝒌 𝒓 = 𝑒𝑖𝒌∙𝒓𝑢𝒌 𝒓 =
1
𝑁
�𝑒𝑖𝒌∙𝒍𝑎(𝒓 − 𝒍)
𝒍

 格子ベクトル 

Ψ 𝒓 =
1
𝑁
�𝜒 𝒍 𝑎(𝒓 − 𝒍)
𝒍

 

方針 シュレディンガー方程式 

の解をワニア関数の重ね合わせで表現する(完全正規直交系) 

𝐻 + 𝑈 𝒓 Ψ(𝒓) = 𝐸𝑢Ψ(𝒓) 

(細かい注)浅い不純物における空間的な
局在は、並進対称性を壊すものの、k空
間でもほとんど局在しているとみなせる
程度なので、ブロッホ関数で展開しても
計算上の手間はあまり変わらない 



各項について積分 

�𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝐸𝑢Ψ 𝒓 𝑑𝒓 = �𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝐸𝑢
1
𝑁
�𝜒 𝒍 𝑎 𝒓 − 𝒍
𝒍

𝑑𝒓 

=
1
𝑁
𝐸𝑢�𝜒 𝒍 �𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝑎 𝒓 − 𝒍 𝑑𝒓

𝒍

 

=
1
𝑁
𝐸𝑢�𝜒 𝒍 𝛿𝒍′𝒍

𝒍

 

=
1
𝑁
𝐸𝑢𝜒 𝒍𝜓  

𝐻Ψ + 𝑈Ψ = 𝐸𝑢Ψ 



各項について積分 

�𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝑈Ψ 𝒓 𝑑𝒓 =
1
𝑁
�𝜒 𝒍 �𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝑈𝑎 𝒓 − 𝒍 𝑑𝒓
𝒍

 

≈
1
𝑁
�𝜒 𝒍 𝑈𝛿𝒍′𝒍
𝒍

 

=
1
𝑁
𝑈 𝒍𝜓 𝜒 𝒍𝜓  

𝐻Ψ + 𝑈Ψ = 𝐸𝑢Ψ 

𝑈は格子周期に比べて十分
ゆっくり変化 



各項について積分 

�𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝐻Ψ 𝒓 𝑑𝒓 =
1
𝑁
�𝜒 𝒍 �𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝐻𝑎 𝒓 − 𝒍 𝑑𝒓
𝒍

 

𝐻Ψ + 𝑈Ψ = 𝐸𝑢Ψ 

𝐻𝑎 𝒓 − 𝒍 =
1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙𝒍𝐻𝜓𝒌(𝒓)
𝒌

 積分の中身 

𝜓𝒌は𝐻の固有関数 
一旦復活させる =

1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙𝒍𝜀(𝒌)𝜓𝒌(𝒓)
𝒌

 

=
1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙𝒍𝜀(𝒌)

1
𝑁
�𝑒𝑖𝒌∙𝒍′′𝑎(𝒓 − 𝒍𝜓𝜓)
𝒍′′𝒌

 

=
1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙(𝒍−𝒍′′)𝜀(𝒌)𝑎(𝒓 − 𝒍𝜓𝜓)
𝒌,𝒍′′

 

𝐻が消えたら用済み 



各項について積分 

�𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝐻Ψ 𝒓 𝑑𝒓 =
1
𝑁
�𝜒 𝒍 �𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′

1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙(𝒍−𝒍′′)𝜀(𝒌)𝑎(𝒓 − 𝒍𝜓𝜓)
𝒌,𝒍′′

𝑑𝒓
𝒍

 

𝐻Ψ + 𝑈Ψ = 𝐸𝑢Ψ 

=
1
𝑁
�𝜒 𝒍

1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙(𝒍−𝒍′)𝜀(𝒌)
𝒌𝒍

 

=
1

𝑁3/2�𝑒−𝑖𝒌∙𝒍𝜀(𝒌)𝜒 𝒍𝜓 + 𝒍
𝒍,𝒌

 

≈
1

𝑁3/2�𝑒−𝑖(𝒌−𝒌′)∙𝒍𝜀(𝒌)𝜒 𝒍𝜓
𝒍,𝒌

 𝜒 𝒍′ + 𝒍 ≈ 𝑒𝒍∙𝛻𝜒 𝒍𝜓  

≈ 𝑒𝑖𝒌′∙𝒍𝜒 𝒍𝜓  

−𝑖𝛻 ↔ 𝒌 =
1
𝑁
𝜀(𝒌′)𝜒 𝒍𝜓  フーリエ変換2回

で元に戻る 



𝑁�𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝐸𝑢Ψ 𝒓 𝑑𝒓 = 𝐸𝑢𝜒 𝒍𝜓  

𝑁�𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝑈Ψ 𝒓 𝑑𝒓 = 𝑈 𝒍𝜓 𝜒 𝒍𝜓  

𝑁�𝑎∗ 𝒓 − 𝒍′ 𝐻Ψ 𝒓 𝑑𝒓 = 𝜀(𝒌′)𝜒 𝒍𝜓  

𝒍𝜓 → 𝒓 

𝐸𝑐 𝜀 𝒌 = 𝐸𝑐 +
ℏ2𝒌2

2𝑚∗  

(𝐻 + 𝑈)𝛹 = 𝐸𝑢𝛹 

−
ℏ2

2𝑚∗ 𝛻
2 + 𝑈(𝒓) 𝜒 𝒓 = (𝐸𝑢 − 𝐸𝑐)𝜒(𝒓) 

直接遷移型半導体の伝導帯
下端でのエネルギー分散 

n-GaAsの浅い不純物をよく記述する 

有効質量近似 



= �𝜒 𝒍
1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙(𝒍−𝒓)𝑢𝒌(𝒓)
𝒌𝒍

≈ 𝑢0(𝒓)�𝜒 𝒍 𝛿𝒓,𝒍
𝒍

 

Ψ 𝒓 =
1
𝑁
�𝜒 𝒍 𝑎(𝒓 − 𝒍)
𝒍

= �𝜒 𝒍
1
𝑁
�𝑒−𝑖𝒌∙𝒍𝜓𝒌(𝒓)
𝒌𝒍

 

 

= 𝑢0(𝒓) 𝜒 𝒓  運動量空間で𝒌 ≈ 0に局在 

結晶ポテンシャル 

𝑢0(𝒓) 

𝜒 𝒓  

有効質量近似 



有効質量近似 
注意点 
• 格子周期に対しゆるやかな変化が前提(ドナー近傍、ヘテロ界面?) 
• 単一バンドのみ考慮(バンド間遷移は無視) 
• 間接遷移半導体には、谷の縮退がある(谷-軌道相互作用、有効質

量の異方性) 
• アクセプター不純物では、価電子帯頂上の構造(重い正孔・軽い正

孔)を考える必要があり、かなり複雑 

結晶ポテンシャル 

𝑢0(𝒓) 

𝜒 𝒓  



最近の理論の進展 
ドナー不純物を用いた量子情報処理の実験の進展に伴い、 

より正確な理論構築の必要性が増している(波動関数の空間分布の計算) 



参考書 

• The Silicon Engine, Computer History 
Museum 
– http://www.computerhistory.org/siliconengine/ 

• N. W. Ashcroft & N. D. Mermin (1976) 
– “Solid State Physics” (邦訳あり) 

• J. H. Davies (1997) 
– “The Physics of Low-Dimensional 

Semiconductors” (邦訳あり) 
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